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В роботі розглядається розробка математич-
ної моделі кутових переміщень моноблоків лазер-
них гіроскопів БІНС, викликаних взаємовпливом їх 
вібропідвісів, та ідентифікація параметрів даної 
моделі. Проводиться також обґрунтування вибо-
ру структури моделі на прикладі реально існуючої 
БІНС. Отримані результати дозволяють дослід-
жувати внутрішні коливальні процеси в блоці чут-
ливих елементів та їх вплив на точність всієї 
системи, зменшуючи при цьому обчислювальні 
затрати на моделювання
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В работе рассматривается разработка мате-
матической модели угловых перемещений монобло-
ков лазерных гироскопов БИНС, вызванных взаи-
мовлиянием их виброподвесов, и идентификация 
параметров данной модели. Проводится также 
обоснование выбора структуры модели на примере 
реально существующей БИНС. Полученные резуль-
таты позволяют исследовать внутренние коле-
бательные процессы в блоке чувствительных эле-
ментов и их влияние на точность всей системы, 
уменьшая при этом вычислительные затраты на 
моделирование
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1. Вступ
В наш час в системах керування літальними апа-
ратами широке розповсюдження отримали безплат-
формні інерціальні навігаційні системи (БІНС). Це 
пов’язано з перевагами безплатформних систем над 
платформними – можливістю масового виробництва, 
нижчою собівартістю виробництва, вищою надійні-
стю, меншим енергоспоживанням. В сучасних БІНС 
одним з основних функціональних елементів є інерці-
альний вимірювальний блок. В ньому як датчики пер-
винної інформації використовують лазерні гіроскопи 
(ЛГ), що найкраще задовольняють вимоги до динаміч-
ного діапазону, стабільності масштабного коефіцієнта 
та надійності. Але ЛГ має суттєвий недолік – нелі-
нійність функції масштабного коефіцієнта, що зумов-
 С. В. Iванов, Б. В. Воловик, I. С. Слабухiн, 2015
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лена синхронізацією зустрічних хвиль у резонаторі. 
Особливо гостро ця проблема постає, коли необхідно 
провести вимірювання малих кутових швидкостей.
Для зменшення зони нечутливості в ЛГ часто за-
стосовується механічна підставка – вібропідвіс (ВП) 
[1]. Це технічне рішення в значній мірі зменшує перева-
ги ЛГ і породжує велике число супутніх проблем при 
установці трьох гіроскопів на одній рамі в інерціально-
му вимірювальному блоці БІНС. 
Під час роботи ВП взаємодіють між собою [2], 
порушуючи оптимальні режими роботи ЛГ і викли-
каючи просторові коливання блоку чутливих еле-
ментів (БЧЕ) БІНС. При цьому у вихідних сигналах 
гіроскопів і акселерометрів виникають складові, які 
при обробці алгоритмами БІНС призводять до появи 
систематичних похибок.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
Проблемі зменшення зони нечутливості до малих 
кутових швидкостей, яка викликана синхронізацією 
фаз зустрічних променів в одноосному ЛГ, присвя-
чена значна кількість патентів та публікацій. Існує 
багато розробок, що стосуються побудови механічної 
частотної підставки, а також методів керування ВП 
одноосного ЛГ.
Зокрема, в роботі [3] досліджено вплив різних за-
конів керування вібропідвісом ЛГ із зашумленням на 
роботу одноосного ЛГ, а в статті [4] проаналізовано 
доцільність використання закону керування ВП із 
зашумленням та похибки, викликані проходженням 
через зону синхронізації. 
Втім, небагато публікацій присвячено комбінуван-
ню трьох ЛГ в один блок чутливих елементів (БЧЕ) і, 
відповідно, механічним процесам, які виникають при 
функціонуванні такого блоку. Однією з таких робіт є 
[2], де автором розглянуто реальний БЧЕ авіаційної 
БІНС, наведено величини похибок від взаємодії вібро-
підвісів ЛГ. На жаль, в [2] немає ніякого математично-
го та теоретичного обґрунтування отриманих похибок 
та процесів, які викликають дані похибки.
В статті [5] запропоновано використання струк-
тури передатних матриць для опису блоку лазерних 
гіроскопів БІНС та досліджено вплив зовнішніх збу-
рень на даний блок. Авторами [5] досліджено вплив 
коефіцієнтів демпфування на похибки визначення 
положення БІНС. Недоліком публікації є те, що в ній 
не розглянуто процеси, викликані внутрішніми коли-
ваннями ВП ЛГ.
В публікації [6] досліджувались спектральні щіль-
ності вихідних сигналів БІНС під дією випадкових 
віброзбурень, при цьому для побудови моделі блоку 
був використаний метод передатних матриць.
Робота [7] наводить вплив вібраційних збурень та 
ударів на БІНС, що розташована в динамічному серед-
овищі, також для побудови моделі блоку використо-
вувався метод передатних матриць. В статтях [6, 7] 
проводяться дослідження впливу зовнішніх збурень, 
проте відсутнє дослідження впливу внутрішніх коли-
вань, породжених віброприводами ЛГ.
На сьогодні розроблено також багато систем ізо-
ляції БЧЕ від зовнішніх вібровпливів та захисту від 
ударів. Подібні системи наводяться в роботі [8], де 
автором пропонується використовувати різні системи 
віброізоляції, проте не розглядається механізм впливу 
вібрації на роботу ЛГ. Окрім цього дані системи вно-
сять додаткову вагу в конструкцію БІНС, що небажано.
Найбільш повне дослідження було проведено в [9]. 
Автором досліджено не лише внутрішні динамічні 
збурення, викликані взаємовпливами ВП, а й зовніш-
ні – прикладені до основи блоку. Також досліджено 
похибки, які мають місце при деформаціях рами, зо-
крема конічна похибка. Але орієнтованість автора на 
жорстке монтування БЧЕ на об’єкт стало причиною 
недостатнього дослідження поведінки похибок вимі-
рювання при використанні системи амортизації бло-
ку. Окрім того, розглядувана консольна рама БЧЕ для 
установки ЛГ далека від реальних конструкцій, які в 
більшості своїй представляють амортизований куб.
Зі сказаного видно, що проблема взаємного впливу 
ВП ЛГ досліджена недостатньо. Жодним автором не 
розроблено модель процесів, що виникають всередині 
БЧЕ від взаємодії віброприводів, котра дозволила б 
досліджувати роботу блоку при складній формі ві-
брації ВП та враховувала б особливості конструкції 
реальної БІНС. Вирішення цього питання дозволить 
в подальшому алгоритмічно підвищити точність БЧЕ, 
що є актуальним завданням.
3. Мета та задачі дослідження
Метою даної роботи є розробка математичної моде-
лі кутових переміщень моноблоків лазерних гіроско-
пів БІНС, викликаних взаємовпливом їх вібропідвісів, 
та ідентифікація параметрів даної моделі.
Для досягнення поставленої мети потрібно виріши-
ти такі завдання:
– отримати математичну модель переміщень, які 
відбуваються в блоці чутливих елементів БІНС через 
взаємовплив вібропідвісів трьох лазерних гіроскопів;
– провести ідентифікацію параметрів отриманої 
моделі кутових переміщень моноблоків.
4. Розробка структури математичної моделі блоку 
чутливих елементів на базі лазерних гіроскопів та її 
параметрична ідентифікація
4. 1. Створення еталонної моделі руху вібропідві-
сів лазерних гіроскопів в блоці чутливих елементів
Для вирішення поставленої задачі було розроблено 
модель блоку чутливих елементів типу «стілець» [2] за 
допомогою ANSYS, з використанням числових методів 
розв’язання задач динаміки твердих тіл [10]. Харак-
терною особливістю конструкції БЧЕ типу «стілець» 
є розміщення діагонально чотирьох амортизаторів для 
кріплення його на борту носія (рис. 1).
Введемо систему координат (СК) OXYZ , зв’язану з 
носієм, як показано на рис. 1. В наведених нижче виклад-
ках кутові та лінійні переміщення досліджуваних еле-
ментів БІНС виражено в цій СК, якщо не вказано інше.
В силу того, що рама БЧЕ має скінченну жор-
сткість, вплив на неї зовнішніх збурень призводить 
до появи переміщень в конструкції блоку. Середо-
вище ANSYS дозволяє оцінити лінійні переміщення 
будь-якої точки заданої моделі БЧЕ.
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Рис. 1. Модель БЧЕ БІНС в середовищі ANSYS
Для визначення кутових переміщень моноблоків 
ЛГ виберемо на кожному з них три точки (рис. 2, а–в) і 
зв’яжемо з цими моноблоками СК, осі яких паралельні 
відповідним осям СК OXYZ. Оскільки ситал, з якого 
виготовлені моноблоки ЛГ, має більшу жорсткість, ніж 
решта складових БЧЕ, вважатимемо моноблок неде-
формованим.
а                                                     б 
в 
 
Рис. 2. Розміщення лазерних гіроскопів відносно СК 
OiXiYiZi: a – ЛГ з частотою коливань 394 Гц; б – ЛГ з 
частотою коливань 406 Гц; в – ЛГ з частотою коливань 
414 Гц
На рис. 2 через α β γ1 2 3, ,  позначені кутові зміщен-
ня моноблоків ЛГ відносно осей чутливості, згідно з 
додатнім напрямком крутного моменту. Аналогічно 
кутові зміщення розглядаються і відносно осей, орто-
гональних до осей чутливості кожного ЛГ.
Зазвичай для економії енергії на розкачування 
вібропідвісів ЛГ їх коливання збуджують на резонан-
сній частоті [2]. В даній роботі розглядаються ВП з 
такими резонансними частотами кутових коливань 
відносно осей вимірювання: 394.5 Гц відносно осі ОX, 
406.3 Гц – відносно OY  і 414.1 Гц – відносно OZ.
Позначимо через ∆ ijx, ∆ ijy , ∆ ijz  лінійні переміщення 
кожної з трьох точок вздовж відповідних осей СК, де 
при =i 1 розглядається ЛГ з частотою коливань 394 Гц; 
при =i 2 – ЛГ з частотою коливань 406 Гц; при =i 3 – ЛГ 
з частотою коливань 414 Гц, а індекс =j 1..3 відповідає 
номеру точки на моноблоці. Через 12l  і 23l  позначимо 
відстані між точками 1 і 2, і точками 2 і 3, відповідно. 
Тоді, відповідно до рис. 2, застосувавши формули три-
гонометрії і враховуючи мализну кутових переміщень, 
отримаємо формули кутових зміщень моноблоків від-
носно осей введених СК:
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де α β γ1 2 3, ,  ( )=i 1..3  – кутові переміщення моноблока 
відносно осей iOX , iOY , iOZ , відповідно.
Для більш детального розуміння процесів, що від-
буваються в БЧЕ, необхідно провести моделювання 
роботи системи в штатному режимі, з прикладеними 
до осей моноблоків ЛГ моментами на частотах, близь-
ких до резонансних. Найбільш наглядно внесок від 
роботи кожного ВП в переміщення моноблоків ЛГ 
відображають графіки оцінки спектральних щільнос-
тей (рис. 3, а–в), які побудовані на основі отриманих 
кутових переміщень (1).
Аналогічні графіки можна побудувати і для двох 
інших моноблоків ЛГ використовуючи формули 
(2)–(3). Для гіроскопів з частотою збудження ВП 406 
Гц і 414 Гц наведемо лише числові значення величин 
кутових вібрацій від взаємних впливів роботи трьох 
ВП ЛГ по трьох осях, які зведемо в табл. 1.
Таблиця 1
Значення амплітуд спектрів кутової вібрації моноблоків ЛГ 





Амплітуда спектру, град., на частоті збудження 
ВП ЛГ
394 Гц 406 Гц 414 Гц
ЛГ 406 Гц
ОХ2 0.017 0.01 0.006
ОY2 не більше 0.02 0.12 не більше 0.02
OZ2 0.008 не більше 0.025 0.009
ЛГ 414 Гц
ОХ3 0.01 0.007 0.004
OY3 0.015 0.006 0.004
OZ3 не більше 0.01 не більше 0.025 0.1
Як видно з рис. 3 та табл. 1, на роботу кожного ЛГ 
впливають коливання на частотах, на яких працюють 
ВП ортогонально розміщених ЛГ. В цілому, ампліту-
ди цих «паразитних» коливань при поширенні через 






все ще залишаються достатньо великими, щоб спри-
чинити перекоси площини резонатора та викликати 
кінематичну похибку [9]. Як результат, відбуваються 
коливання осей чутливості кожного ЛГ відносно осей 
вимірювання БЧЕ.
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Рис. 3. Графіки спектральних щільностей для ЛГ, що 
коливається з частотою 394 Гц: а – вісь вимірювання OX1; 
б – вісь OY1; в – вісь OZ1
Таким чином, модель БЧЕ типу «стілець», роз-
роблена шляхом чисельного моделювання, дозволяє 
провести якісний та кількісний аналіз кутових пере-
міщень моноблоків ЛГ. Проте, моделювання в середо-
вищі ANSYS має наступні недоліки:
1) розрахунки з резонансними коливаннями ВП 
навколо трьох осей БЧЕ потребують значних обчислю-
вальних затрат (розрахунок при використанні проце-
сора Core i5-2.8 і 16 Гб RAM для 500 точок перехідного 
процесу займає майже 32 години); 
2) середовище не дозволяє досліджувати модель 
блоку з заданими вібраційними коливаннями склад-
ної форми (наприклад, із «зашумленням»);
3) неможливо аналітично описати внутрішні меха-
нічні процеси в БЧЕ, які призводять до переміщень.
Саме тому виникає необхідність створення аналі-
тичної математичної моделі БЧЕ, яка була б вільною 
від зазначених недоліків.
При виборі структури математичної моделі потріб-
но врахувати, що робота кожного ВП має вплив на 
інші ЛГ. Тобто потрібно виразити залежність кутових 
переміщень кожного ЛГ (1)–(3) від впливу кожного 
окремого моменту ВП.
Математичне співвідношення вихідних кутових 
переміщень (1)–(3) кожного з моноблоків та керуючих 
моментів ВП представимо наступним чином:
< > < >
= ⋅




де при =i 1  розглядається ЛГ з частотою коливань 
394 Гц; при =i 2  – ЛГ з частотою коливань 406 Гц; при 
=i 3  – ЛГ з частотою коливань 414 Гц; < > = α β γ  Ti i i iA  – 
вектор-стовпчик кутових переміщень i -го моноблоку 
відносно осей iOX , iOY , iOZ  зв’язаної СК, відповідно 
(вектор виходу); < >iC  – оператор i -го моноблоку (ма-
триця взаємовпливу 3х3); =   1 2 3M M M M  – век-
тор-стовпчик керуючих моментів кожного з трьох ВП 
(вхідний вектор), де 1M  – момент ВП ЛГ з частотою 
коливань 394 Гц, 2M  – момент ВП ЛГ з частотою 406 Гц, 
 – момент ВП ЛГ з частотою коливань 414 Гц.
Розпишемо співвідношення (4) як:
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де кожен елемент < >ijkc  ( )= α β γ =i 1.3; , , ,k 1..3  матриці < >iC  
являє собою залежність кутового переміщення моноб-
локу i-го гіроскопа навколо j-ї осі  ( )= α β γj , ,  зв’язаної 
СК від k -го моменту ( )=k 1..3 .
Враховуючи мализну деформацій при моделюван-
ні роботи БЧЕ лише з одним працюючим ВП, можна 
використати принцип суперпозиції для отримання 
сумарних кутових переміщень від впливу всіх трьох 
моментів ВП.
Знайшовши всі елементи матриць < >iC  можна отри-
мати модель, котра в подальшому дозволить дослід-
жувати вплив роботи вібропідвісів на точність всього 
блоку. В цьому випадку важливим питанням є вибір 
математичної структури кожного елементу матриці < >iC .
БЧЕ – це багатокомпонентна механічна система, 
тобто кожен елемент являє собою певну динамічну 
ланку зі своєю передатною функцією (ПФ). Тому за 
своєю суттю матриця < >iC  являє собою матрицю пе-
редатних функцій ( )< >ijkc s , де s – комплексна змінна 
перетворення Лапласа. Ідентифікацію цих передатних 
функцій проведено нижче.
4. 2. Ідентифікація передатних функцій – скла-
дових елементів матриць взаємовпливу вібропідвісів 
лазерних гіроскопів
Будемо шукати елементи матриці < >iC  у такій 
формі:


















     
     (6)
де ra ( )=r 0..n  і qb ( )=q 0..m  – коефіцієнти, відповідно, чи-
сельника і знаменника ПФ ( )< >ijkc s  ( )= α β γ =i 1.3; , , ,k 1..3 .
Представимо БЧЕ як «чорний ящик», тоді, згідно з 
[11], ідентифікацію ПФ можна провести за допомогою 
аналізу перехідного процесу, при цьому входом є оди-
ничний ступінчатий сигнал.
Для ідентифікації передатної функції застосуємо 
аналіз перехідного процесу (реакції на одиничний 
стрибок моменту), тоді:
( ) ( )< > =ijkc s sY s .,    (7)
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де s  – комплексна змінна перетворення Лапласа, 
Y – зображення Лапласа вихідного сигналу – реакції 
системи на одиничний стрибок моменту.
При ідентифікації передатних функцій першим 
кроком є вибір порядку поліномів їх чисельника n 
і знаменника m. Оскільки, конструкція БЧЕ являє 
собою набір пружно деформованих тіл, то будемо 
вважати, що кожен елемент матриці взаємовпливу 
< >iC  є набором коливальних ланок. Для детальнішого 
пояснення введемо наступні поняття: 1) ПФ прямого 
впливу – передатна функція ( )< >ijkc s  матриці < >iC , яка 
характеризує кутові коливання відносно осі з вклю-
ченим ВП, тобто це ПФ ( )< >α11c s , ( )< >β22c s , ( )< >γ 33c s ; 2) ПФ 
перехресного впливу – решта елементів матриці < >iC . 
Наступним кроком є ідентифікація коефіцієнтів 
чисельника і знаменника ПФ, яка здійснюється за 
допомогою сучасних прикладних програм з викорис-
танням методів інструментальних змінних, фільтрів 
змінних стану (state variable filters) та їх комбінації [12]. 
Програма перебирає всі ці методи і вибирає метод, що 
забезпечує найменше значення норми похибки прогно-
зування [13].
Отримана математична модель кутових перемі-
щень моноблоків лазерних гіроскопів БІНС має вид: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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,
де α β γ1 1 1(s), (s), (s) – зображення по Лапласу кутових 
переміщень i-го ЛГ відносно осей iOX , iOY , iOZ  зв’я-
заної СК.
З формули (8) видно, що існує можливість компен-
сації впливу паразитних коливань на вихідний сигнал 
БЧЕ по кожній з вимірювальних осей.
5. Результати розробки та ідентифікації моделі 
взаємовпливу вібропідвісів лазерних гіроскопів в БІНС
В ході ідентифікації було встановлено, що в кон-
струкції БЧЕ присутні дев’ять власних частот, де три – це 
власні частоти вібропідвісів ЛГ, а решта – власні частоти 
інших елементів конструкції.
Кожна ПФ прямого впливу в матриці < >iC  (8) буде 
мати знаменник десятого порядку, що відповідає п’я-
ти послідовно з’єднаним коливальним ланкам, а ПФ 
перехресного впливу – знаменник чотирнадцятого 
порядку. Також помічено, що межа подібності фазо-
вих характеристик зміщується в бік зростання часто-
ти при збільшенні порядку чисельника, а, оскільки, 
найвищою частотою, яка має вплив на роботу БЧЕ є 
414 Гц, то вище цієї частоти намагатися підігнати фа-
зові характеристики недоцільно. Внаслідок цього в 
ПФ прямого впливу порядок чисельника і знаменника 
буде рівним 11, а в ПФ перехресного впливу чисельник 
буде максимум 14-го порядку.
Для перевірки адекватності ідентифікованої моде-
лі БЧЕ розрахунковій моделі ANSYS було проведено 
моделювання коливань за допомогою ідентифікованої 
математичної моделі. Слід зауважити, що в цьому 
випадку час моделювання зменшився від декількох 
десятків годин до 20–30 секунд.
На рис. 4, а, б зображено графіки спектральних 
щільностей для ЛГ з моментом ВП 394 Гц, котрі по-
будовані по результатам моделювання розробленої 
моделі БЧЕ.
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Рис. 4. Графіки спектральних щільностей для ЛГ, що 
коливається з частотою 394 Гц, отримані за допомогою 
математичної моделі БЧЕ: а – вісь вимірювання OX1;  
б – вісь OY1; в – вісь OZ1
Порівнюючи рис. 3, 4, можна сказати, що якісно 
графіки цих спектральних щільностей співпадають. 
Кількісна ж відмінність для осі чутливості ЛГ складає 
не більше 10 % та викликана як похибками при іден-
тифікації, так і похибками дискретизації при побудові 
спектру. Таким чином, можна стверджувати, що розро-
блена математична модель БЧЕ є адекватною моделі в 
середовищі ANSYS і дозволяє при подальших експери-
ментах замінити її.
6. Обговорення результатів розробки моделі 
взаємовпливу вібропідвісів лазерних гіроскопів в БІНС
В результаті досліджень була отримана загальна 
структура математичної моделі взаємовпливу вібропід-
вісів лазерних гіроскопів в БІНС, а також були ідентифі-
ковані параметри даної моделі для реального блоку.
Порівнюючи розроблену модель із моделлю отри-
маною в роботі [5] можна зробити висновок, що наведе-
на в даній статті модель краще підходить для відобра-
ження процесів взаємовпливу всередині блоку, проте в 
ній не розглядаються зовнішні вібровпливи. Також, на 
відміну від [5], в нашій моделі рама на якій закріплені 
гіроскопи являє собою гнучку конструкцію.
 Для покращення достовірності ідентифікації мо-






ЛГ п’єзоелементів. Отримані в результаті дані викори-
стати для ідентифікації коефіцієнтів моделі замість 
даних із середовища ANSYS.
На даний момент немає експериментального під-
твердження достовірності математичної моделі, проте 
є підтвердження достовірності моделі в середовищі 
ANSYS.
Дана математична модель дозволяє оцінити ліній-
ні та кутові переміщення кожного ЛГ від внутрішніх 
вібровпливів під час роботи БЧЕ БІНС. Знаючи дані 
переміщення можна оцінити систематичні похибки 
БЧЕ, в тому числі – похибку конічного руху та похибку 
від зміщення осей вимірювання. На практиці це дозво-
лить алгоритмічно компенсувати дані похибки в БІНС.
Структура отриманої математичної моделі підхо-
дить для всіх БІНС, котрі у своєму складі мають ЛГ із 
вібропідвісом. 
Робота може використовуватись як інструкція для 
отримання та ідентифікації моделі взаємовпливу де-
кількох фізичних тіл, розміщених на одному, пружно-
му об’єкті.
7. Висновки
Авторами отримано математичну модель перемі-
щень, які відбуваються в блоці чутливих елементів БІНС 
через взаємовплив вібропідвісів трьох лазерних гіроско-
пів та проведено ідентифікацію параметрів даної моделі.
Підхід, застосований авторами, дозволив створити 
аналітичну модель, що описує внутрішні коливальні 
процеси та окремо досліджувати кожен з них як при-
чину погіршення точності роботи БЧЕ через вплив на 
роботу ЛГ.
Отримана модель значно зменшує затрати часу на 
моделювання, що в подальшому дозволить значно по-
легшити дослідження роботи БІНС при варіюванні її 
параметрів, в тому числі параметрів рами та керуючого 
сигналу ВП, а також розробити ефективне керування 
для мінімізації похибок, викликаних взаємовпливом 
вібропідвісів лазерних гіроскопів.
В ході подальших досліджень планується за допомо-
гою розробленої моделі провести оцінку кінематичної 
похибки, що викликана перекосами в конструкції БЧЕ.
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